

























1 カントルが 1877 年 6 月 29 日付デデキント宛書簡に記した言葉より．［Cavaillès 1994］，p. 409.
2 ライプニッツの数学の中で記号が果たす役割について，特に 20 世紀哲学の中でのその思想的評価は，［林 
2003］，235−245 頁参照．またカッシーラーの用語については，［カッシーラー 1989−1997］，（四），第 3






































　　   （1845−1918），1870 年頃
3 図 1 は，［Ferreirós 2007］，p. 146 から採った．1870 年頃，カントル 20 代の半ばの姿である．この写真
のカントルは若々しく，大海に乗り出す意気込みにあふれているように見える．
39
19 世紀後半から 20 世紀前半を代表する大数学者ヒルベルト（1862−1943）は，1926 年の
論文「無限について」で
カントルがわれわれに作り上げてくれた楽園から，何人もわれわれを追放できるは


























4 ［Hilbert 1926］, S. 170，邦訳［ヒルベルト，クライン 1970］，230 頁．
5 カントルの生涯に関する情報は，主として［Cantor 1932］, S. 452−483 所収のフランケルによる ‘Das 






















者フーリエ（1768−1830）は，著作『熱の解析的理論』（Théorie analytique de la chaleur，


























と表した．ただし，K，C，D は定数であり（右辺の定数項の分母 = C ´ D），K は物体に
固有な伝導率，C は熱容量，D は物体の密度である．そして，この方程式（1）を満たす時
間 t を伴った関数 v = f (x, y, z, t ) を求める考察を行った（偏微分の記号が現代とは異なる
6 クロネッカーは，1870 年代から発表されたカントルの無限集合論の成果に対して理解を示さず批判的
であった．数学的に（あるいは論理的に）導かれた結果が正しくとも，クロネッカー独自の数学観（有
限主義）と相容れなかったからである．［Dauben 1979］, pp. 66−70.
7 ［Cantor 1932］, S. 1−30.
8 ［Dauben 1979］, p. 31.






一般に関数  f (x) が与えられたときに
 f x a rx b rxr r
r








ディリクレの 1829 年論文からである．ディリクレは，無限級数（2）に対して，f (x) が区間




以上が満たされるならば，n ® ¥ のときに  を無限に小さい数として， 12{ ( ) ( )}f x f x+ + − 1








 f x a x a x b b x b x( ) sin sin cos cos ,= + + + + + +1 2 0 1 22
1
2
2   （3）
























v ae y be y ce y de yx x x x= + + + +− − − −cos cos cos cos3 5 73 5 7 
によって表現することを試みた（ただし，− ≤ ≤
pi pi ι2 2x ）．［Fourier 1822］, pp. 162−165 参照．
11 ［Dirichlet 1889−1897］, S. 131, ［Dauben 1979］, pp. 7−11.
42









( )sin , ( )cos  （4）
の収束を考察する．ディリクレは収束のための十分条件を与えたが，リーマンはさらに必













2 20 0 1 1 1 2 2 2b A a x b x A a x b x A= + = + =, sin cos , sin cos ,
として，無限級数
 Ω= + + +A A A1 2 3  ι （5）
が与えられ，その値を  f (x) とする．この値は無限級数が収束するような値に対してのみ
存在する．さらに無限級数（5）を二度項別積分して，





 ( )  （6）
とおく．この F (x) について次の三つの補題が用意される（一部用語を現代のものに置き
換えた）．
補題 1 　無限級数 Ω〔式（5）〕が収束するとき，そしてα，β を無限に小さく，か
つその比が有限であるとするならば，
F x F x F x F x( ) ( ) ( ) ( )+ + − + − − − + − − −α β α β α β α β
αβ4
12 ［Riemann 1990］, S. 271，邦訳［リーマン 2004］，234 頁．









補題 3 　b，c を任意の定数とし，c の方が b よりも大きいとする．また関数 λ(x) を
第 1 次導関数とともにつねに連続，かつ境界〔x = b，x = c〕で 0 となり，第 2 次導
関数が無限に多くの極大値，極小値を持たないとするならば，積分
µµ µ λF x x a x dx
b
c





定理 1 　周期 2π で反復する関数  f (x) が三角級数で表されており，その項が x の任
意の値に対して最後は無限に小さくなるならば，ある連続関数 F (x) が存在して，  f (x)
は次のように関係する．すなわち
F x F x F x F x( ) ( ) ( ) ( )+ + − + − − − + − − −α β α β α β α β
αβ4
はα，β が無限に小さくなり，その比が有限にとどまるならば，  f (x) に収束する．さ
らに
µµ µ λF x x a x dx
b
c
∫ −( )cos ( ) ( )
は λ(x)，λ ¢(x) が積分の両端で 0 に等しく，その間つねに連続で，かつ λ²(x) は無限に
多くの極大，極小をとらないならば，µ が増加するにつれ，無限に小さくなる．
定理 2 　逆に上記の二つの条件が満たされるならば14，係数が無限に小さくなるよ
うなある三角級数が存在して，級数が収束するいたるところでその関数〔 f (x)〕を表 
す．
定理 3 　b < x < c とする．そして ρ(t ) を次のような関数とする．すなわち，ρ(t ) と 
ρ¢(t ) は，t = b と t = c で値 0 をとり，これらの間では連続的に変化する．そして
ρ²(t ) は無限に多くの極大，極小を持つことがなく，かつ t = x に対して，ρ(t ) = 1， 
44
ρ¢(t ) = 0，ρ²(t ) = 0 となり，一方で ρ¢¢¢(t ) と ρ (4)(t ) は有限で連続とする．このとき級数




























































題に取り組む．最初の成果は，『クレレ』誌（Crelles Journal für die reine und angewandte 
Mathematik）に 2 篇の論文として発表された（1870 年から翌年にかけて）．第 1 論文の結
果を押さえよう．まず「一意性」とは，仮に各 x に対して  f (x) に収束する二つの無限級
数表示，すなわち














   + ′b nxn cos  （7）
14 定理 1 の二つの条件，




( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )cos (
+ + − + − − − + − − −
→
∫




− →a x dx) ( )λ 0
ということが満たされるということ．
45
があったときに，式（7）の二つの  f (x)，両者の差をとり，
 0 0 1 2= + + + + +C C C Cn   （8）
を考える．ただし，
C d C c nx d nx c a a d b bn n n n n n n n n0 0
1
2
= = + = − ′ = − ′, sin cos ( , )    
である．ここにおいて，数列 {cn}，{dn} がある与えられた区間（a < x < b）内の任意の x
がとる値に対して n ® ¥ となるときに同時に 0 に収束することを示すことである．
カントルはリーマンの導入した関数
F x C xx C C
nn
n( )= − − −0 12

を利用して，この F (x) が x の任意の値の近くで連続関数であることを確認しながら，






0  （α  ® 0 のとき）
を示す．そして最終的な結論として，「一実変数 x の関数  f (x) が，任意の x の値に対して
収束する三角級数によって与えられるならば，同様に x の任意の値に対して収束し，関




























 a1, a2, …, an , … （9）
が与えられることを前提する．このとき，正の整数 m に対して，差 an+m - an が n の増加
に応じて無限に小さくなることを考える．別の言葉でいうと，ある正の整数 n1 があるとき，
n ³ n1 に対して，任意の正数  が存在して，ある正の整数 m をとると





理化している．上記の列 {an} から定まる実数 b は，その量に応じて直線上の原点から離
れた点として位置づけられる（＝座標を持つ）．そして，任意の実数がその数の大きさに
等しい座標を持つ直線上の点に対応することを公理として付け加えるというのである19．
カントルの研究者ドーベンは，こうした実数と（ 1 次元的）直線上の 1 点との対応という
発想をデデキント流の実数の公理化と比較して高く評価する20．実数の公理化については，





18 ［Cantor 1932］, S. 92f. カントルは後に（1883 年），こうした列を基本列（Fundamentalreichen）と呼んで
いる（Ibid, S. 186）．
19 ［Cantor 1932］, S. 97.
20 ［Dauben 1979］, p. 320, n. 34.











そしてさらに，いま定義した極限点の集合を P の「第 1 導集合」（die erste algeleitete Punkt-
menge）として，P¢ と表示している．この語の導入によって，直線上の点集合が与えられ
たときに，その極限点なるものとそうでないものとを区別がつけられる．そして P¢ が有
限集合でない場合には，同様に P¢ における極限点の集合 P²，さらには同じ条件下で次々
と P の第 ν 次導集合 P(ν) が定められるとしている．このように無限集合を一層深く構造化
していく作業は，無限集合論の基本的手法となるが， この時点で始まっていたことになる．
こうした第 ν 次導集合 P(ν) の導入によって，無限三角級数の収束の一意性の問題はどの
ように深められたのだろうか．1872 年論文の主定理は次の通りである23．
定理　以下のような形の方程式
0 0 1 2= + + + + +C C C Cn 
があるならば，d0 = 0， cn = dn = 0 となる．ただし，x のあらゆる値に対して，C d0 012=
C d0 0
1
2= ，Cn = cn sin nx + dn cos nx であるが，区間 (0, 2π) の中で ν が任意の整数を表すとき，
与えられた ν 次の種類の点集合の点に対応する例外を有する．



































の場合，A = {1, 2, 3, 4} と左から大小の順に並んだ要素について，順に「 1 番目，2 番目，
3 番目，4 番目」の要素と称する．その順番，順序についてまた有限集合のみならず無限
集合も対象とする．ただし，自然数全体の集合 N = {1, 2, 3, 4, ¼} をそのように左から大小
の順に並べた集合と，偶数を先に並べ，奇数を後回しにした集合 N1 = {2, 4, 6, ¼, 1, 3, 5, ¼}







1, , , , , 
とすると，P¢ = {0} より有限集合となるので，P² = φ となる．Ibid., S. 98.
49
には大小の順番を集合 N と正反対にした逆転した N3 = {¼, 3, 2, 1}，これらすべて異なる
順序型を持っていると考える．もちろん有限集合と無限集合とは異なる順序型を持つとす









1870??????カントルの本格的な無限集合論の第 1 論文は，1874 年に刊行される．
「すべての代数的実数の集合のある性質について」（Über eine Eigenschaft des Inbegriffes 
aller reelen algebraischen Zahlen）というタイトルを持つ25．ここで代数的実数とは，n, a0, 
a1, ¼, an を整数とするとき（n，a0 は正の整数とする），実数ω が方程式
 a a an n n0 1







カントルの証明はω が n 次の代数的方程式（10）において，「高さ」（Höhe）を
N n a a an= − + + + +1 0 1 
のように定義することで示している．条件より，N は正の整数の値をとる．そして任意の
N を与えるごとに，その高さの値を持つ代数的実数の個数（それを関数として φ  (N ) と表
す）は有限個である．例としてカントルは，
φ φ φ( ) , ( ) , ( )1 1 2 2 3 4= = =
であるとしている27．N = 1 に対応する数をω1，N = 2 に対応する数をω2，ω3，N = 3 に
25 ［Cantor 1932］, S. 115−118.










部分で与えられた任意に与えられた開区間 (α , β)（ただし (α  < β)）内に，列（11）の中に現
れない数η が存在する．なぜならば，いま開区間 (α , β) に含まれる列（11）の最初の数を二
つ選び，α ¢，β ¢ とし（ただしα ¢ < β ¢ とする），新たに開区間 (α ¢, β ¢) を作る．同様にその
開区間 (α ¢, β ¢) に含まれる列（11）の 2 数を選び，さらに次の開区間 (α², β²)（α² < β²）を
作る．さらに続けて，一般に開区間 (α (ν-1), β (ν-1)) に含まれる列（11）から最初の 2 数α (ν), β (ν)
をとって，開区間 (α (ν), β (ν))（α (ν) < β (ν)）を作っていく．こうしてできた区間の列は，次の
ように単純に縮小する．
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )( ) ( ) ( ) ( )α β α β α β α β α βν ν ν ν⊃ ′ ′ ⊃ ′′ ′′ ⊃ ⊃ ⊃ ⊃− − 1 1
すなわち，次のようにα (ν)，β (ν) について単調増加（あるいは単調減少）の列ができる．
 α α α α αν ν< ′< ′′ < < < <− ( ) ( ) ,1  （12）
 β β β β βν ν> ′> ′′> > > >− ( ) ( ) .1  （13）
こうした「区間縮小法」に基づく発想は 1872 年論文でも利用されていた．
カントルによれば，このとき二つの可能性があるという．一つは縮小していく区間の数
27 Ibid., S. 116.  実際，N = 1 の場合は，
n a= = ⇒ × = ⇐⇒ =1 1 1 0 00
1, ω ω  より φ  (1) = 1
となり，N = 2 の場合は，
n a a= = =± ⇒ × ± = ⇐⇒ =±1 1 1 1 1 0 10 1
1, , ω ω  より φ  (2) = 2
となる．加えて N = 3 の場合は二通りの方程式があり得て，
n a a= =± = ⇒± × + = ⇐⇒ =±1 2 1 2 1 0 1
20 1
1, , ,ω ω
または，
n a a= = =± ⇒ × ± = ⇐⇒ =±1 1 2 1 2 0 20 1
1, , ,ω ω
となるので φ  (3) = 4 である．
28 Ibid., S. 117f.
51
ν が有限の場合である．もう一つは，区間を作る回数が有限でなく，無限個できてしまう
場合である．前者の場合，最後の開区間 (α (ν), β (ν)) ができて，列（11）の中に一つ数が残さ
れる．だが，列（11）に属さない別のη  Î (α (ν), β (ν)) をとることができる．また後者の場合
は，有界な無限列（12）の上限をα (¥)，同様にして有界な無限列（13）の下限を β (¥) とする．
もしα (¥) < β (¥) ならば，先ほどの有限回で開区間が終わった例と同じく，列（11）に属さな
い別のη  Î (α (¥), β (¥)) をとることができる．さらに，α (¥) = β (¥) ならば，η  = α (¥) = β (¥) は， 
やはり列（11）に属さない．なぜならば，もしη が列（11）に含まれているとすると，η  = ωp
として，ある番号 p をとることができる．だがこのとき，それは区間 (α ( p), β ( p)) の中にも
含まれることになる．しかしη の定義（η  = α (¥) = β (¥)）に反していて矛盾が生じる．
以上より，いずれにしても列（11）に含まれない異なる実数をとることができる．よって





（Über eine elementare Frage der Mannigfaltigkeitslehre）というタイトルを持つ29．この短い論




E x x x= ( , , , , )1 2  ν
に対して，各座標が m か w であるような要素全体の集合 M を考える．M に属する例として，
29 Ibid., S. 278ff，邦訳［カントル 1979］，116−119 頁．なお，この論文のタイトルは，本文中に掲げた通
りである．ここで「集合」に相当する語は，Mannigfaltigkeit と記されている．カントルは 1870 年代か
らこの語を用いている．ただし，われわれがすでに見た 1874 年論文では，代数的実数の「集合」を 
表す語は Inbegriff であった．集合論の第 2 論文は 1878 年に刊行されるが，そのタイトルは「集合論研
究の一寄与」（Ein Beitrag der Mannigfaltigkeitslehre）である．1880 年代の論文では同じ用語が用いられ
る．本来 mannigfaltig とは，「多様な」という意味である．したがって，Mannigfaltigkeit は，「多体」，
「多様体」などという訳語がふさわしいのかもしれない．その後，1890 年代になると現在でも使用され




として Mannigfaltigkeit が現れる．この邦訳において，訳者は訳語の選択に苦労している．［フッサール 
1968−1976］，4，293 頁に記された「訳者あとがき」参照．または，［伊東・原・村田 1975］，480f 頁参照．
30 ドイツ数学者協会の創設に至る経緯とカントルの貢献については，［Dauben 1979］, pp. 160−165 参照．
52
E m m m m
E w w w w







( , , , , ),
( , , , , ),




を考えることができる．見方を変えると，E の各要素に対して xν が値 m のときはその要
素が含まれ，値 w のときは含まれないようにする E の部分集合を作っているとも考えら
れる．すなわちこの M は E のあらゆる部分集合全体を意味する．カントルはこうして作
られる M は列 {1, 2, ¼, xν, ¼}（すなわち自然数全体の集合）と異なる濃度を持つとして
次の定理を掲げる．
定理　E1, E1, ¼, Eν	, ¼ を集合 M の諸要素からなる任意の単純無限列とする．この
とき，M の中にどの Eν にも一致しない要素 E0 が存在する．
実際，ここで対角線論法の出番となる．
 
E a a a
E a a a
E
1 11 12 1





( , , , , ),






µ a a aµ µ µν1 2, , , , ). 
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
 （14）
とする．ここで各 aµν は，それぞれ m，または w のいずれかの値をとる．ここで新たな列
b1, b2, ¼, bν  , ¼ を作る．ただし，各 bν は，上の（14）の各 Eν 内の対角線に並ぶ各要素 aνν に
対して，
a m b w a w b mνν ν νν ν ν µ= ⇒ = = ⇒ = =, ( , , , , )1 2  
と定める．こうしてできる bν を要素とする集合，
E b b b0 1 2= ( , , , , ) ν
は，必ず Eν の ν 番目の要素 aνν と E0 の ν 番目の要素 bν とが異なるので，（14）の E1, E1, ¼, 
Eν, ¼ のいずれとも異なる．つまり可算個の要素を持つ集合に属さない．以上が対角線論
法による証明だが，この証明は同時に，一般に任意の集合 L が与えられたときに，より濃 
度の高い別の集合 M がつねに作られることも示している．つまり，ある集合のあらゆる
部分集合の総体は，元の集合よりも高い濃度を持つことになる（2À0 > À0 だけでなく，一






4 年後の 1878 年，論文「集合論研究の一貢献」が公になる31．冒頭で，集合の要素の個
数を一般化した概念である濃度について，あらためて明快な定義づけがなされる．すなわち，
二つの集合 M，N に対して，「各要素どうしが互いに，一義的に全体にわたって対応させ
られる」（sich eindeutig und vollständig, Element für Element, einander zuordnen lassen）とき，




 M = {ν  | ν は正の整数},　N = {2ν  | ν は正の整数} （15）
とすると，N は M の部分集合である．だが，ν  « 2ν の一対一対応により，同じ濃度を持









定理 A　x1, x1, ¼, xn を n 個の互いに独立した変化する実数の量とする．それらの内
のどれもが，すべて ³ 0 かつ £ 1 の値をとり得ると考える．そして別の一つの変数 t
が同じ区間（0 £ t £ 1）を動くとするならば，量 t と n 個の量の組 x1, x1, ¼, xn とが，
定まった t の値に対して確定した値の組 x1, x1, ¼, xn とが対応し，逆に定まった値の組
x1, x1, ¼, xn に対して確定した t の値が，対応するようにできる．
この定理の証明のために，カントルは無理数の列と（ 1 次元的）実数直線との関連を探る．
前提としては，無理数が以下のような
31 ［Cantor 1932］, S. 119−133. 
32 Ibid., S. 119.



















 ( , , , , )
 （16）
無限に続く連分数で表現できることを用いる34．ここで，各αν は正の整数を表す．すると
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=en n n n( , , , , ).α α α ν1 2  
 （17）
加えて新しい無理数 d を
 d = ( , , , , )β β βν1 2    （18）
と定める．ただし，
β (ν-1)n+µ = αµν ( µ  = 1, 2, …, n，そして ν  = 1, 2, …)
とする．カントルは，このとき次の定理を掲げる．
定理 C　e1, e2, ¼, en が n 個の独立した相異なる変量とし，各々は区間 (0, 1) の無理
数の値をとり得るとする．また d は同じ区間の別の変量である．すると d と n 個の量
の組 e1, e2, ¼, en とは互いに一義的にかつ完全に対応することが可能になる．
すなわち，（17）の n 個のシステムの無理数（Rn に属する）と（18）の一つの無理数との 1
対 1 対応を主張するのである．カントルは，先の定理 A がこの定理 C に帰着する（同値
である）と言う．そして，この論文の中心的主張のために次の定理 D が目標と定める．




























定理 D　ある変量 e があって，区間 (0, 1) のあらゆる無理数の値をとり得る．する
と，それは 0 以上 1 以下のすべての実数，すなわち有理数，無理数の値をとるある変
量 x に互いに一意的な対応がつけられる．したがって，任意の 0 £ e £ 1 なる無理数
の値に対して一つの，しかも唯一の 0 £ x £ 1 である実数の値とが対応する．逆に任
意の実数値 x に対して，ある無理数の値 e とが対応する．




対する理解者と考えていたデデキントに書簡を通じて伝えていた．1877 年 6 月 20 日，23
日，25 日，29 日と，カントルは立て続けに 1878 年論文の内容とほぼ同じ事柄を書簡にし
たため，デデキントに送っている35．カントルは，次元の概念を越えて濃度が同等になる
ことに自らの驚きを書き記している．本稿の冒頭に掲げた言葉，「それを見ても，私には
そうとは思えない」は，1877 年 6 月 29 日付書簡に含まれる．彼の興奮しつつも，困惑を
隠せない心理状態を見事に伝えている36．われわれもそうした心境を共有できる．だが盟
友はカントルよりも少し冷静であった．カントルの書簡に対してデデキントは，成果を認
めながらも鋭く問題点を見抜いていた．1 対 1 対応は，さらに連続性が考慮されるべきで，
そうするとなお次元の概念は残るのではないかと指摘した（1877 年 7 月 2 日付カントル
宛書簡）37．
問題点はあるにせよ，要素間の 1 対 1 対応による濃度の相等は無限集合論の基礎となり，
予想外の結論を導いた．だがカントルは留まることはなかった．濃度から超限順序数へと
さらに 1870 年代の成果を上回る深遠な世界が見えてくる．すでにクロネッカーなどの批 
判にさらされていたカントルは，次第に精神の暗闇へと引きずり込まれていくのである38．
2.2.3??????
前項で見たように，自然数全体の集合 N（濃度 À0），実数全体の集合 R（濃度 À）とい
う種類の異なる無限集合が存在する．数直線上の 1 点として対応させた連続する数の集合
35 ［Cavaillès 1994］, pp. 398−412.
36 注（1）参照．

















点集合について」（Über unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten）と題され，1（1879 年），
2（1880 年），3（1882 年），4（1883 年），5（1883 年），6（1884 年）と刊行された．その





















39 ［Cantor 1932］, S. 166.











とに意味を定めておこう．ただし，この 1883 年論文よりも後に出版された，1895 年から








erste Errzeugungsprinzip）と呼んでいる．順序数 ν は，ある定まった有限の表現となって
いる．この有限の順序数α，β に対しては，交換法則α  + β  = β  + α は成り立つ．第一生
41 「代数的思考様式」という用語は，もともと数学史家マホーニィによる．本数学史講義（第 5 回）で，
デカルトに代表される 17 世紀の代数的方程式論の進展に合わせてその内容を紹介した．［林 2011］，
33f 頁参照．
42 カントルはアリストテレス『形而上学』第 11 巻第 10 章に着目している（［Cantor 1932］, S. 174）．その
『形而上学』における無限に関わる議論は，ちょうど注（40）で言及した『自然学』の議論と対応してお
り，『自然学』第 3 巻の抄録となっている．［アリストテレス 1968］，387−392 頁，あるいは 612ff 頁参照．
43 ［Cantor 1932］, S. 195f.























に定まる．かくして再び第 2 生成原理によりω	+ ω  = 2ω が生じる（ただし後で述べるよ
うにこの表記には注意を要する）．さらに第一生成原理と第二生成原理により，
 2 1 2 2 2 3 1 3 2 3 1 2ω ω ω ν ω ω ω ν µω µω µω ν+ + + + + + + + +, , , , , , , , , , , , , ,       
（19）
が生じる．そしてこの先に，ω  ´ ω  = ω2 となる．こうして順序数は高次に昇っていく．実 
際，ω の有限次の多項式も含んで，
 ν ω ν ω ν ωµ µ µ
ω
0 1
1+ + +−   , , ,  （20）
のように続く．こうして
44 超限順序数について，1883 年論文では，数学的に必ずしも整理された形で述べられていない．1895 年
から刊行された「貢献」論文では，「順序型」という語を次のように定める．すなわち，
◯ 集合 M には，その要素 m の間に一定の順序が与えられている，
◯ 2 要素 m1，m2 に対して m1  m2 となる関係がある，
◯ その関係において，推移律 m1  m2，かつ m2  m3 Þ m1  m3 が成り立つ，
◯ 以上が成立するとき，「単純順序集合」（einfach geordnete Menge）と呼ぶ，
この単純順序集合には一定の順序型（Ordnungstypus）が属する．ある集合 M に対してその順序型をカ
ントルは M− で表現している．なお，2 番目の項目については，一方がより低く，一方がより高いとい
う序列がつくということである．カントルは，「われわれは，M からその要素 m の間の性質を捨象し，
ただその序列のみを残しておくことによって得られる一般的概念と理解する」と述べている．加えて，
二つの集合間で順序関係が一致する（相似性）や，整列集合 (e1, e2, e3, ¼, eν	, ¼) の順序型をω という記
号で表すことを示している．［Cantor 1932］, S. 296−299，邦訳［カントル 1979］，21−26 頁．
表 2 　順序数，および超限順序数ω（その 2 ）
順序数 左から右へ順序をつけて並んでいる数
ω  + 1
ω	+ 2
ω	+ 3













 ω ω ν ω ν ω ν ω αµ µ µ
ω, , , , , , , ,+ + + +−1 0 1
1
      （21）
という第 2 生成原理を通じて生じる超限順序数の列ができる（これをカントルは「第二類」
と呼ぶ）．かくしてω の記号を用いて無限の階層が生み出される．単に ¥ の記号を用い
て量が有限でないことを表すこととも異なる．（21）に現れる順序数はすべて可算濃度の
集合（濃度 À0）に対するものである．自然数の集合による可算個の直積集合 N N の濃度が




 ω ω+ ≠ +1 1  （22）
である．式（22）の左辺は，表 2 にあるものだが，右辺は




 2 2ω ω¹  （23）
となる47．
45 À0À0 = À であることの証明は，［志賀 1988］，101 頁．同書の 146 頁も参照．
46 注（44）同様，1895 年の「貢献」論文の第 8 節では，順序型の加法が定められている．整列集合 M，N
に対して（M− = α，N− = β とする），2 集合の和集合 M È N において M，N それぞれの順序が同じまま保
持されて，かつ M の任意の要素が N の要素よりも序列がより前にあるとするならば，
α β+ = ∪M N
が成り立つ（順序型の記号が通常の補集合の記号と同じである点に注意）．この際，本文中の式（22）で
も注意をしたように，ω  + 1 ¹ 1 + ω となることが記載されている．なぜなら，右辺 1 + ω には「序列
に関して最大となる要素がないのに」，左辺ω  + 1 には「最大要素がある」からである（右辺は 1 + ω  
= ω となるとしている）．［Cantor 1932］, S. 301f，邦訳［カントル 1979］，30f 頁．
47 1883 年論文では，この点について明確に記述がなく，安易にω  + ω  = 2ω としてしまっている．1895
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である（Ibid., S. 303，同邦訳，32 頁）．1883 年論文では後者のω2 の意味で，2ω と記されている．同
様に式（21）で，ν0 ω	µ + ν1 ω	µ-1 + ¼ + νµ と書かれているものは，ω	µ	ν0 + ω  µ
-1 ν1 + ¼ + νµ と書かれてし


















Z = − − − −{ , , , , , , , , , , } 4 3 2 1 0 1 2 3 4
はこのままでは整列集合ではない．最下位の要素が定まっておらず，他の任意の要素が続
いていく系列構成の法則が与えられていない．しかしこれを，
48 1895 年論文では，二つの順序集合 M，N に対して，1 対 1 対応が成立する（同じ濃度を持つ）だけで
なく，M の 2 要素 m1，m2 と N の 2 要素 n1，n2 とが対応し，かつ n1，n2 の序列関係と m1，m2 の序列関
係が一致するとき，二つの集合 M，N は相似（ähnlich）であると定義している．Ibid., S. 297，同邦訳，
23 頁．
49 ［下村 1988］，393f 頁．
50 ［Cantor 1932］, S, 168.
51 1897 年の「貢献」論文第 2 部では，冒頭に整列集合の定義が次のように置かれている．
われわれが整列集合と名付けるのは一つの単純順序集合（einfach geordnete Menge）F において
その要素が f が，「一定の系列」をなして上昇しており，その最下位の要素 f1 から，次々と以下の
二つの条件を満たしながら，次第に大きくなるような F のことである．
1）F には最低の序列を持つ要素 f1 が存在する，
2） もし F¢ が F の部分集合であり，そして F には F¢ のすべての要素と比べて，より高い序列を持
つ一つの要素，または多くの要素が存在するならば，F¢ 全体のあとに直ちに続く F の要素 f ¢，
すなわち F¢ と f ¢ の間の序列を持つ要素が一つも存在しないような要素 f ¢ が存在する．
この論文の欄外の箇所に，1883 年の「基礎」論文で述べたものと，言葉が異なるだけで一致すると記
されている．Ibid., S. 312，邦訳［カントル 1979］，46f 頁．
61
F = − − − −{ , , , , , , , , , }0 1 1 2 2 3 3 4 4 
とすることで無限集合 F は整列集合となる．つまり 0 が最下位の要素となり，以下 | n | の
大きさにしたがって（| n | が等しいときは正負の順に）要素を整列することができる．し
かしすぐさま次の問題が提起されるだろう．どのような集合もこうした順序づけが可能な
のだろうか．一般に「すべての無限集合は整列集合になり得るか」という問題である．カ



















52 ［Cantor 1932］, S. 169．下線は引用者による．
53 ［Zermelo 2010］, S. 83f.
54 ［Zermelo 1904］が該当論文である．1908 年には改良された証明が示される（［Zermelo 1908］）．『エル
ンスト・ツェルメロ著作集』第 1 巻には，両者とも収録されているが（［Zermelo 2010］, S. 114−159），
マイケル・ハレットによるカントルの無限集合論との関連を捉えた解説は参考になる．Ibid., S. 80−87.
55 本数学史講義第 11 回で，デデキントの 1888 年の著作『数とは何であるか，そして何であるべきか』の







 第 2 類は第 1 類よりも大きい濃度を持つこと． （24）




{αν} を第 2 類の順序数の集合とする（可算無限濃度 À0 を持つ）．カントルは第 2 類の
順序数で {αν} の列の中に番号が与えられないものがあるはずだという．仮に {αν} の最大
の要素を γ とすると，第一生成原理より，γ  + 1 を作ることができ，{αν} 内に番号が与え
られない順序数となってしまう．よって主張（24）は成り立つ．あるいは，{αν} の中に最
大要素が存在しない場合を考える．カントルはこのときも {αν} のあらゆる要素よりも大
きい第 2 類の順序数 β が存在するという．さらに任意の β ¢ < β に対して，{αν} に属し，β ¢
を上回る要素をとることができることも示す．まず，ακ2 を {αν} のα1 よりも大きい第 1
の要素とする．そしてακ3 をακ2 を上回る最初の要素とする（以下同様に続ける）すると
以下の二つの列が生じる．
 1 2 3 4< < < <κ κ κ   （25）
 α α α ακ κ κ1 2 3 4< < < <  （26）
すなわち，
ν κ α αλ ν κλ< ⇒ <
が成り立つ列である．ここで，1 より大きくα1 未満の順序数全体，α1 以上ακ2 未満の順
序数全体，ακ2 以上ακ3 未満の順序数全体，それぞれは可算である．よって可算集合の和
集合の濃度も可算であるので，第 2 類の定義より，つねに第 2 類に属する β が存在して
任意の順序数ακλ より大きくなる．また任意の与えられた ν に対して，列（25）において，
κν をそれより大きくとることができるので，よってαν < ακν < β が成り立つ．さらに任意
の {αν} の要素 β ¢ < β に対して，β ¢ < ακν と決めることができる．結局，第二生成原理よ 
り，こうした β の存在が保証される．第 1 類の順序数の列の濃度が À0 であるのに対して，
より大きい濃度 À1 > À0 が生まれるのである．
ところで，この濃度に関して，
  À1 = À  （27）








(α ¢) を何であれ第 2 類の中に含まれる数の集合とするならば，次の三つの場合のみ
が起こり得る．すなわち
◯ (α ¢) は有限集合である．すなわち，ある有限順序数からなる集合である，
◯	あるいは，(α ¢) は第 1 類の数の濃度〔= À0〕を持つ，




1） M の任意の無限部分集合 M¢ は単純無限列の中に与えられる（可算濃度 À0）か，M¢
と M 双方に相互に相手に向かって一意的に写像される（同じ濃度を持つ），
2） M の部分集合 M¢，M¢ の部分集合 M² が与えられるとき，M² が互いに相手に向かっ










57 カントルはこの 1883 年「基礎」論文では，「第 1 類と第 2 類について，二つは最初の続きの濃度になる．
すなわち，二つの濃度の間に他の濃度は存在しない，ということである．これは明確に一つの定理か
ら発するものであり，私がすぐに掲げて証明したいことである」と述べている（Ibid., S. 199)．
58 ゲーデルはカントルが予想した連続体仮設「À0 と À1 の間に他の基数は存在しない」はいわゆる ZFC（［林 
2017］，77 頁参照）の公理系が無矛盾であるならば，その体系の上で無矛盾であることを示した（1940
年）．さらに，コーエンは 1960 年代に入り，ZFC が無矛盾ならば，連続体仮設はその ZFC の公理系か
らは証明できないことを示した．［デデキント 2013］，271−274 頁参照．
59 ［Cantor 1932］, S. 200f.
64
基数と序数は異なる観点を持つ．そのことを通じて，単なる無限集合の中に異なる階層の
あることを見い出しただけでなく，À0 から À1 へと次の濃度へ上がる契機をもたらした．




















60 1897 年の「貢献」論文第 2 部では，この第 2 類の順序数を持つ集合の濃度について，より整理された
（A から F までの定理の）形で述べられる（Ibid., S. 331ff，邦訳［カントル 1979］，74−77 頁）．
◯  A）第 2 類の順序数に属するすべての順序数全体 {α} は，その大小の順序によって一つの整列集合
をなす，
◯  B）第 1 類，および第 2 類の順序数の相異なる数からなる任意の集合は最小数，つまり最小要素を
持つ，
◯  C）第 1 類，および第 2 類の順序数の相異なる数からなる任意の集合は，その各要素をその数の大
小関係にしたがって配列したものと考えると，整列集合をなす，
◯  D）すべての第 2 類の順序数α の全体 {α} の持つ濃度は À0 ではない，
◯  E）第 2 類の順序数の相異なる順序数 β の任意の集合 { β} は，それが無限である限り，その濃度と
して À0 を持つか，さもなくば第 2 類の順序数の濃度 {α
=} を持つかいずれかである，
◯  F）第 2 類の順序数の {α} の濃度は 2 番目に小さい濃度 À1 である．
以上のように判明に記されている．ただ最後の項目に掲げられる À1 が À に等しいのかという問題は解
決を与えられないままに残される．
































62 ［Dauben 1979］, chapter 6, pp. 120−148.
63 カントル以前の発展段階において，哲学史における無限の議論を総括している点で，下村の文献［下村 
1988］の第 1 章から第 5 章は，いまなお第一に読むべき文献である．前回の数学史講義で，筆者（林）
個人にとってこの著作が数学史研究の動機づけを果たしてくれたことについて述べた．［林 2017］，
40−43 頁参照．















カントルが引用するライプニッツの言説は次の二つである．一つは，1693 年 6 月終わ
りに執筆されたと考えられるシモン・フーシェ宛書簡である．これは同年の 3 月に『学術
紀要』（Journal des Sçavans）誌に掲載されたフーシェのライプニッツにあてた書簡への返





















































［Leibniz 2004］, p. 237，邦訳［ライプニッツ 1989］，233f 頁．



















が述べた発想をカントルは支持する．19 世紀になって，ライプニッツの 1 次文献が整備
され，充実してくるのと時を同じくして，ようやく理解者を得られるようになったという
のが実情であろう．カントルは遅れてやってきたライプニッツの理解者の一人だった73．

















1849−1863］, 5, S. 322）．ライプニッツの無限小に関するアイデアの変遷と同時代に巻き込まれた論争に


































74 ［Cantor 1932］, S. 183.
75 Ibid., S. 182.
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